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Resumen
Alrededor del objeto matema´tico dimensio´n se muestra su estudio desde su inter-
pretacio´n intuitiva hasta llegar a realizar un acercamiento de tipo matema´tico en
diferentes dominios como el algebra lineal, la topolog´ıa, la geometr´ıa, entre otros. El
documento muestra esta estructura para concluir con la relacio´n entre la dimensio´n
de la hoja de papel y otros objetos de dimensio´n no entera.
Introduccio´n
Usualmente se ha dicho que los objetos tiene dimensio´n 1, 2, 3, o n, sin embargo, en
la naturaleza los objetos que nos rodean no tienen dimensio´n geome´trica entera. Para
hacer explicita, la afirmacio´n anterior, se realizara´ un breve recuento acerca de lo que es
dimensio´n.
De manera informal, se dice que la dimensio´n es la manera como se pueden ver las cosas,
o el punto de vista como se presenta un determinado feno´meno en un contexto. Si se toma
de referencia las enciclopedias se tendr´ıa el concepto como una de las propiedades del
espacio. El espacio, tal y como lo conocemos, es tridimensional. Para definir un volumen
se necesitan tres medidas (dimensiones): longitud, ancho y alto. En matema´ticas y en
f´ısica se usa un concepto de dimensio´n ma´s abstracto; a menudo se utilizan espacios con
cuatro o incluso con un nu´mero infinito de dimensiones1.
En algunos libros se encuentran la definicio´n “una figura es unidimensional, si su fron-
tera esta´ compuesta de puntos; bidimensional, si su frontera esta´ compuesta de curvas y
tridimensional, si su frontera esta´ compuesta de superficies.”En otros textos se refieren
a la dimensio´n como el grado de libertad de un objeto en un espacio determinado. Un
punto tiene dimensio´n cero, ya que un punto es esta´tico, no tiene taman˜o; una l´ınea tiene
dimensio´n uno, pues un punto se puede mover hacia la izquierda o hacia la derecha, tiene
solamente longitud; una superficie no tiene alto, por lo que tiene dimensio´n dos. Una
l´ınea cualquiera es unidimensional, ya que basta un nu´mero real para identificar cualquier
1Enciclopedia Encarta 2004 c© 1993-2003 Microsoft Corporation.
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punto. Sin embargo, hay una diferencia entre un espacio compuesto por un conjunto finito
de puntos y el de una l´ınea recta, para el primer caso el espacio finito de puntos es “cero
dimensional”mientras que para el segundo es de unidimensional.
En el espacio que se conoce se cuenta con tres direcciones por eso se dice que es tridimen-
sional, un cuerpo so´lido como un cubo tiene dimensio´n tres. De hecho, en la geometr´ıa
euclidiana las u´nicas dimensiones posibles son las que corresponden a los nu´meros enteros:
0, 1, 2 y 3. A partir del surgimiento de la geometr´ıa fractal se ha reconocido la existencia
de figuras con dimensiones distintas de 1, 2 o 3, a lo que se llama dimensio´n no entera, es
decir, objetos geome´tricos que pod´ıan habitar entre la l´ınea y el plano; o entre el plano
y el espacio. La dimensio´n en general, ha sido entendida como un nu´mero que nos indica
en que espacio habita un objeto geome´trico.
Otra forma de definir la dimensio´n, es con la cantidad de coordenadas necesarias para
determinar un objeto en el espacio, as´ı mismo, se define como el nu´mero de direcciones
ortogonales diferentes que se puedan tomar, es decir, es la cantidad de vectores indepen-
dientes que se necesitan para generar o describir un espacio.
En a´lgebra lineal, se usa un concepto de dimensio´n ma´s abstracto; a menudo se utilizan
espacios con cuatro o incluso con un nu´mero infinito de dimensiones. Estos espacios no
tienen sentido en el mundo real, pero son herramientas muy u´tiles y resultan esenciales
en ciertas disciplinas, como la f´ısica cua´ntica.
La topolog´ıa estudia las propiedades de las figuras geome´tricas o los espacios que no se
ven alterados por transformaciones continuas, biyectivas y de inversa continua, Es decir,
en topolog´ıa esta´ permitido doblar, estirar, encoger, retorcer los objetos pero siempre que
se haga sin romper ni separar lo que estaba unido (la transformacio´n debe ser continua)
ni pegar lo que estaba separado (la inversa tambie´n debe ser continua). Por ejemplo, en
topolog´ıa un tria´ngulo es lo mismo que un cuadrado, ya que podemos transformar uno en
otro de forma continua, sin romper ni pegar. Una propiedad interesante en topolog´ıa es
la conservacio´n del valor de la dimensio´n cuando se deforma un objeto.
Como se ha visto hasta el momento, el concepto de dimensio´n tiene un significado matema´-
tico muy amplio, y por lo tanto consta de una pluralidad de definiciones. La medicio´n
de formas fractales ha obligado a introducir conceptos nuevos que van ma´s alla´ de los
conceptos geome´tricos cla´sicos. Dado que un fractal esta´ constituido por elementos cada
vez ma´s pequen˜os, el concepto de longitud no esta´ claramente definido. Cuando se quiere
medir una curva con una unidad, o con un instrumento de medida determinado, siempre
habra´ objetos ma´s finos que escapara´n a la sensibilidad de la regla o el instrumento
utilizado, y tambie´n a medida que aumenta la sensibilidad del instrumento aumenta la
longitud de la curva.
Concepto de dimensio´n
Dimensio´n topolo´gica y dimensio´n fractal:
Desde un punto de vista topolo´gico se sabe que la circunferencia y un segmento rectil´ıneo
son la misma curva y encierran el mismo tipo de superficie (pues es posible transformar
una en la otra mediante una deformacio´n continua, es decir, sin que sea preciso someter
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a ninguna de las dos a manipulaciones “no topolo´gicas”). Sin embargo, desde el punto de
vista me´trico no son la misma curva, ya que la circunferencia y el a´rea que encierra, el
c´ırculo, son finitos, y, en cambio, el segmento, aunque es finito, no encierra con su borde
un a´rea finita.
La dimensio´n topolo´gica, es un te´rmino que introdujo Henri Poincare´, definida de la
siguiente manera:
El conjunto vac´ıo tiene dimensio´n −1.
Si los bordes de los entornos pequen˜os de todos los puntos del ente son espacios
(n− 1) dimensionales, decimos que el espacio que consideramos es n dimensional.
Algunos ejemplos:
Objeto Dimensio´n topolo´gica
Conjunto vac´ıo −1
Punto 0
Segmento 1
Cuadrado 2
Cubo 3
Tabla 1.
Para estos objetos, aunque la dimensio´n topolo´gica es ma´s general, e´sta coincide con la
dimensio´n eucl´ıdea. La dimensio´n topolo´gica nos habla de la conectividad de los puntos
del objeto de medida.
Dimensio´n de autosemejanza
La dimensio´n de un objeto autosemejante se obtiene al dividir en n partes del mismo
taman˜o, semejantes a la figura original total con un factor escalar r, mediante la siguiente
relacio´n:
n rD = 1
es decir,
ln(n) +D ln(r) = 0
de donde
D =
− ln n
ln r
=
ln n
− ln r =
ln n
ln r−1
Por lo tanto
D =
ln n
ln
1
r
Veamos algunos ejemplos
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Se tiene un segmento partido en segmentos congruentes; la escala a la que se encuentra
cada uno de estos nuevos segmentos con relacio´n al segmento inicial y la dimensio´n del
segmento original es 1. En este caso se cumple la relacio´n segu´n la cual el nu´mero de
segmentos en los cuales es partido el segmento original es igual el rec´ıproco de la escala
elevado a la dimensio´n. (Tabla 2)
     
n = 1 n = 2 n = 3
r = 1 r =
1
2
r =
1
3
1 = 1D 2 =
[
1
1
2
]D
3 =
[
1
1
3
]D
D = 1
Tabla 2.
Se realiza el mismo procedimiento, para cada uno de los siguientes casos: Partiendo del
cuadrado de lado 1, dividiendo en n partes autosemejantes al original con una relacio´n de
escala r . (Tabla 3)
n = 1 n = 4 n = 9
r = 1 r =
1
2
r =
1
3
1 = 1D 4 =
[
1
1
2
]D
9 =
[
1
1
3
]D
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D = 2
Tabla 3.
Partiendo del cubo de lado 1, dividiendo en n partes autosemejantes al original con una
relacio´n de escala r. (Tabla 4)
 
 
n = 1 n = 8 n = 27
r = 1 r =
1
2
r =
1
3
1 = 1D 8 =
[
1
1
2
]D
27 =
[
1
1
3
]D
D = 3
Tabla 4.
Dimensiones no enteras - Fractales Cla´sicos
En su primera iteracio´n para construir cada fractal, se obtienen los siguientes valores
Fractal n r D =
ln n
ln 1
r
Conjunto de Cantor 2
1
3
0,6309
Curva de Koch 4
1
3
1,2681
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y en su n-e´sima iteracio´n para construir el fractal, se obtienen los siguientes valores.
Fractal n r D =
ln n
ln 1
r
Conjunto de Cantor 2n
(
1
3
)n
0,6309
Curva de Koch 4n
(
1
3
)n
1,2681
Observamos que la dimensio´n de los fractales es independiente de la escala ya que al llevar
el proceso de construccio´n al infinito para obtener el fractal, el valor de la dimensio´n
no cambia. En conclusio´n, la dimensio´n de autosemejanza se refiere a como el objeto
geome´trico llena el espacio en el que esta´ inmerso.
Un ejemplo de Dimensio´n: ¿Cua´l es la dimensio´n de una hoja de
papel?
Despue´s de realizar este pequen˜o recuento, volvamos sobre la pregunta que nos inquieta.
Si se considera la hoja de papel y se pregunta ¿Cua´l es su dimensio´n? en primera instancia
se le considera que es bidimensional, es decir, una figura geome´trica que tiene dos dimen-
siones: largo y ancho. Sin embargo, luego de hacer otro ana´lisis un poco ma´s exhaustivo,
se reconoce que tiene espesor, muy pequen˜o por cierto pero no por ello despreciable, es
posible que cambie el juicio anterior y se afirme que se trata de un objeto so´lido, algo
que tiene largo, ancho y grosor, es decir, tridimensional. Desde luego, tras un examen ma´s
minucioso se puede llegar a que la hoja es porosa y, por lo mismo, no se trata de un objeto
realmente so´lido, lo cual contradice lo aprendido durante muchos an˜os de escolaridad.
Sucede exactamente lo mismo con un colador. ¿Co´mo clasificar un objeto hecho de finos
hilos entretejidos que permite separar substancias de acuerdo a su taman˜o? Si lo obser-
va desde la suficiente distancia, el colador es indudablemente un objeto tridimensional.
As´ı mismo, si se mira con mayor precisio´n acerca´ndose cada vez ma´s, comenzara´ a no-
tar que la malla no es so´lida sino porosa, esto le mostrara´ una rejilla de l´ıneas que se
entrecruzan entre s´ı y hasta podr´ıa asegurarse que se trata de un plano.
Si realizamos un ana´lisis similar acerca de la dimensio´n de una esponja, se podra´ llegar a
la conclusio´n que es un objeto cuya dimensio´n es mayor que dos pero menor de tres, pues
dependiendo del grado de observacio´n (acercamientos que se realicen) nos enfrentamos a
un objeto entre un so´lido y un plano.
El que un objeto cambie su dimensionalidad dependiendo de la escala en la que se le
observa, produce cierta incertidumbre y cuestiona la objetividad de lo que en realidad se
esta´ observando.
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A manera de conclusio´n
Este documento ha presentado el estudio matema´tico de la dimensio´n de autosemejan-
za, partiendo de objetos geome´tricos como el segmento, cuadrado, cubo y de fractales
cla´sicos los cuales mantienen la relacio´n de autosemejanza y al calcular la dimensio´n se
obtuvo un nu´mero, que en particular para objetos de la geometr´ıa Euclidiana se refiere
espec´ıficamente a la “cantidad”de espacio que ocupa cualquier objeto, estableciendo una
restriccio´n, que sea cero o un nu´mero natural; mientras que para los fractales, la dimensio´n
puede ser expresada mediante nu´meros reales no negativos.
Esta diferencia en la expresio´n nume´rica permite por ejemplo, clasificar dos objetos como
una hoja de papel y una hoja de esponja, cuyas respectivas dimensiones se encuentra
entre dos y tres. Sin embargo, la porosidad del objeto har´ıa que la hoja de papel se
encontrara ma´s cerca de tres que la esponja: esto es, el primer objeto llena el espacio ma´s
compactamente que el segundo.
Al realizar un ana´lisis similar al de la hoja de papel, lo mismo suceder´ıa con la mayor´ıa de
los objetos que supuestamente consideramos como “tridimensionales”como por ejemplo
un automo´vil, al igual que en los casos anteriores no es so´lido, tambie´n es poroso; es decir,
con una dimensio´n mayor a dos pero menor que tres, y finalmente se puede afirmar que
no existen objetos con dimensio´n entera en la naturaleza.
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